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Chapitre 2
Suites & Séries



Corps commutatif

(R, +,X) est appelé un corps commutatif, avec les propriétés
suivantes pour 'addition :

e Associativité
x+y)+z=x+(y+2),Vx,y,z€R

Commutativité
x+y=y+x, Vx,y ER

Il existe un élément neutre 0 tel que
x+0=04+x=x, VXER

Tout élément x admet un opposé —x
x+(—x)=—x+x=0 Vx eR



Corps commutatif

(R, +,X)est appelé un corps commutatif, avec les propriétés
suivantes pour la multiplication :

e Associativité
(xXxy)Xz=xX(yX2z),Vx,y,z€R

e Commutativité
xXy=yXx, Vx,y ER

|| existe un élément neutre 1 tel que
xX1=1Xx=x, Vx€eR

* Tout élément x admet un inverse 1/x
xX(1/x)=1/xxx =1, Vx € R* = R\{0}



Corps commutatif

De plus, la multiplication est distributive par rapport a

'addition :
x+y)Xz=(xxz)+(yX2z),Vx,y,z€R




Les inégalités
LU'opérateur inégalité < est I'opérateur de comparaison de
deux éléments. Pour toute paire x,y € R

X<y
Et signifie que I'élément x est inférieur ou egal a I'élément
y ou, de facon équivalente, que y est plus grand ou egal a
X.




'opérateur d’inégalité

LU'opérateur inégalité < possede les proprietés suivantes :

* Totalité: toute paire x, y € R est comparable, donc soitx < vy
ouy <x

e Réflexivité : Vx € R
X< X

* Antisymetrie : Vx,y € R
xX<yETy<x = X=1y

 Transitivité : Vx,y,z € R
Xx<ytly<z= X< Z



'opérateur d’inégalité

LUopérateur inégalité < possede les propriétes suivantes :

* Compatibilité avec I'addition: Vx,y,z € R
X<y = X+z=sy+z

* Compatibilité avec la multiplication: Vx,y,z € R
x<yET0<z = XXZSyXz



Corps totalement ordonné

(R, +,%, <) est appelé un corps totalement ordonné.




Opérateurs découlant

#+ est 'opposé de 'opérateur d’égalité =

< est 'opérateur «strictement plus petit que» (ou, de

maniere équivalente, «strictement plus grand que»)
x<y = x<yETx#yVx,y€ER

Les opérateurs «inverses» = et >:
X =y = y<xVx,y €R
x>y = y<xVx,y €R



Conséguences

e R peut etre décomposé en deux sous-ensembles
Rt ={xeR|0<x
RT={xeR|[x <0

NOTE R* =ixeR|x#0

Vx,yERx<ye x—y<0
Vx,yERx<y=> —x=-y

Vx,y,z €R Z<O0ETx<y > xXz<=yXz
Vx €ER 0<x:~0<ietx<0:»%<0
Vx € R 0<x<y=0<—+<2

y X



Valeur absolue

e |avaleur absolue est une fonctionde R —» R
xsix=0

—xSix <0

x| = max{x, —x} = {
Propriétés:
e |x|=20,Vx€ER
x|=0= x=0
x| = |x|,Vx € R
x Xyl =|x| x|yl,vx,y € R
» lxl =1yl < Ix+yl < x| + |yl Vx,y €R




Intervalles de R

Soienta, b € R, alors

1. |la,b]={x€eR|a <x < b},

2. la,b[= (a,b) ={x€R|a<x<b},
3. Ja,b] = (a,b] ={x € R|a < x < b},
4. la,b[=]a,b) ={x € R|a <x < b},
5 [a,+0)={x€eR|x =a},

6. (a,+0)={x€R|x>a},

7. (—o,al={x€R|x < a},

8 (—o,a)={x€eER|x<a},

9, (—o0,400) = R.



Propriétés

Sia=b €, alors

* J|a,b] ={a},

* (a,b) =40,

 Toutintervalle non-nul I € R correspond a

exactement l'une des intervalles 1 a 9,
* Pourtout x,y €I c R, l'intervalle [x,y] c I,




Majorants & Minorants

Si E un sous-ensemble de R, alors

M est un majorant de E si
X<MVx€E < Ec(—oo,M)

m est un minorant de E si
x>mVx €E < E c (m,+)

E est dit majore s'il admet un majorant, minoré s'il admet
un minorant et borné s’il admet un majorant et un
minorant,

Si le majorant M € E, alors on notera M = max(E),

Si le minorant m € E, alors on notera m = min(E).



Extension aux fonctions

Soitf : § = IR, avec S un ensemble quelconque
 |'addition de fonctions est défini par

(f+9)x) =fx) +gx),Vx €S,

 La multiplication de fonctions est défini par
(f X g)(x) = f(x) X g(x),Vx €S,

* Les O\Qérateurjs d’inegalites, de majorants et minorants
s‘appliqguent également aux fonctions.

Exemple:
f<g =fkx) < gkx),vx€eS.



Exercices

Trouvez, s’ils existent, les minorants et majorants des

fonctions suivantes pour f : R = R :
1

C f) =1

X

1
X241

WG




Principe d’Archimede

Pour tout reel x € R, il existe un entier n € N tel que
X < n.



Conséquences du Principe d’Archimede

 Pourtoutréel x € R, il existe un unique entier k € Z
telquek <x<k+1,

* Cet entier est appelé la «partie entiere» de x, souvent
notée |x|.



Exercices

Trouvez |la partie entiere des reels suivants :

e 2 =1.4142..

S



Suites

Une suite n’est rien d’autre qu’une fonction f : N = R,
souvent ecritsparn € N - u,, € R.

En tant que tel, les notions de majorants, minorants et
bornés s‘appliquent donc aux suites.



Notion de récurrence

Soit E € N un sous-ensemble d’entiers, alors si
e 0 €EEet
e VneENneE =>n+1€kE

Alors E = N.

Ceci implique que montrer qu’une propriété P(n) est
vraie pour tout n € N revient a montrer que P(0) est
vraie et que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie
aussi.



Exemple de récurrence

Prouvez que la formule suivante est vraite pour tout n €

N
Zn:l n(n+1)

(=0




Preuve

Pour prouver que c’est vrai pour toutn € N, par
récurrence, il nous suffit de prouver que c’est vrai pour
n = 0 et déduire que si c’est vrai pourn € N, c’es vrai
également pourn + 1.

1. Sin=20,alors



Preuve-casn =0etn =1

Sin = 0, alors la formule est vraie, car

i,_0_0(0+1)_n(n+1)
[T T T T
1=0
i,_1_1(1+1)_n(n+1)
[T T T T T2

o~
[l
o



Preuve - récursion

Soit la formule vraie pour n € N, montrons qu’elle est vraie
pourn + 1.

. . n(n+1)
21=n+1+zl:n+1+ 5
i=1 =1
n+1
Z_ 2n+2+4+n°+n n*+3n+2

[ = —

: 2 2
=1

n+1

ziz(n+1)2(n+2)

=1
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Suites

* Une suite est dite constante si Vn € N, uy = u,,

* Une suite est dite stationnaire s’il existe un rang
ng € N,ug =u,,Vn =n,,

* Une suite est dite périodique s’il existe une période
N € N* tel que u,, = Uy4p,

* Une suite est dite convergente s’il existe une période
e Rtelqueu, <[,Vn € Net
Ve>0,3ny, € NtelqueVn = ngy, lu, — | <e,

* Siune suite est convergente, alors sa limite est unique.



Exercices de récurrence

* Prouver par récurrence que

zn: 2 _ nn+1)2n+1)

: 6
1=0

1+2uy
2+upn

* Soitu, avecuyg =0etu, 1 = , alors pour tout

neN,0< u, <1.



Exemple

_1 n . ’ 7 7
— ( 31 , les deux sous-suites generees par

[ ] un

Pq- N — N; (Pl(n) = 2n

(-1)%" 1
=>7v.(n) = —
1( ) 14+2n 14+2n

¢,:N - N,p,(n) =2n+1

B . (_1)2n+1 . -1
=>v,(n) = 1+(2n+1)  2n+2




Suites divergente

* Une suite est dite divergentesiVM € R,
dny € Ntel que Vn = ng, |[u,,| > M,



Limite d’une suite

* Une suite convergente u,, a pour limite [ € R, si la
suite
v, = u, — ltendversO.

* Siune suite est convergente, alors sa [ limite est
unique,

e Lalimite de |la suite s’écrit aussi
[ = lim (u,)

n—0o



Propriétés de la limite

* Soient u, et v, deux suites, tendant respectivement
vers l et ', alors

1. SiA€R,alors lim (Au,,) = Al,

n—>00

2. lim(u,+v,)=10+17,

n—oo

3. lim(u,-vy,) =11,

n—00o

. .1 1
4. sipourtoutn = ny,u, # 0alors lim (—) = -.
n—oo Un [



Sous-Suites

* Pour toute suite u,, on appelle sous-suite v,, = Up(n)

pour @:N — N
une fonction strictement croissante @(n) < @(n + 1).

* Siu, converge vers une limite [ € R, alors toute sous-
suite de u,, converge également vers L.



Exercice

. 1
* Prouvez que la suite u,, = T, converge vers 0,

* Soit u, et v, deux suites, prouvez que si
vn €N, Iny € Ntel que [u,| = |vy,|,
alors si u,, converge vers 0, alors v,, converge vers 0.



Exercices

* Existe-t-il une suite u,, non-majoree qui n‘admet pas
comme limite lim (u,) = 4+ ?

n—>00

e Montrez que si une suite (u,) tend vers +oo, alors la
suite est minoree.

e Montrez que si une suite (u,) tend vers +oo, alors la

L1
suite — tend vers O (pour tout n = ny tel que u,, > 0).
n



Exercices - solutions

* Qui, par exemple u,, = n sin(n).

* Par définition de lim (u,) = +oo, pourtout M € R, il

n—>00

existe N tel que u,, > M pour toutn = N, c’est donc
également vrai pour M = 1. Donc pour toutn < N, u,, =
min(ug, U4, ..., Uy—1) €t pourtoutn = N, u,, > 1, donc
U, = min(ug, Uq, ..., Uy—1, 1), pour tout n = 0. CQFD.

* Soit N tel que u,, > . (qui existe par definition de la limite

1 .
pour tout 0 < € < 1). Donc pour toutn = N, — < €, qui
n

est la condition de convergence vers 0. CQFD



Suites arithmétiques

Une suite est dite arithmétique si
u, =an+ b aveca,b € R.

a est appelé la raison de la suite, et b est le terme initial.

En effet, pourn = 0, ug = b.



Suites arithmétiques - Propriétés

 Une suite arithmeéetique est de raison a si et seulement
Sl Upyq1 = Uy +aaveca € R

Preuve

=: si u, est arithmétique de raison a doncu,, = an + b,
pourunb € R.Donc, U, =a(n+1)+b=a+an+
b=a+u,.

=:SiUpy1 =Uy ta,alorsu,,q =Uy_q +2a=--=
ug + (n+ 1)a, avec uy € R, qui est la définition d’'une
suite arithmétique (avec b = uy € R). CQFD.



Suites géométriques

Une suite est dite géomeétrigue si
u, =cq™avecc,q € R.

q est appelé |a raison de |a suite, et ¢ est le terme initial.

En effet, pourn = 0, ug = b.



Exercice

Montrer qu’une suite est geomeétrique si et seulement si

Upi1 = qUy,, VN € N,



Propriétés des suites géométriques

Soit g € R, alors

e Sig=1,u, =q" =1,¥Yn € N. Autrement dit, c’est
une suite constante;

 Sig>1,alors lim(q") = +oxo;
Nn—o>00
* Silg| <1,alors lim(gq™) = 0;
n— oo

* Sig < —1, alors lim (g™) n’est pas défini, la suite ne
Nn—o>00

converge pas et n'es ni majoree ni minoree.



Suites des puissances

Une suite est dite suite des puissance p-emes si
u, =nP avecp € Z




Propriétés des suites des puissances

Soit p € Z, alors

e Sip=0,u, =n’ =1,Vn € N. Autrement dit, c’est
une suite constante;

* Sip >0, alors lim (n?) = +oo;

n—oo

 Sip<0,alors lim (nP) = 0.

n—oo



Séries numeriques

Une série
N

S(w)y = Z Un

=1

correspond a faire la somme des termes d’une suite u,.



Exemple

Soitu,, = cq™une suite geometnque alors la série induite

1 — qN+1
: —q
i=1
converge pour N = oo si |g|<1.
On en deduit la formule générale
Z = = lal<



Propriétés
Soit S(w)y = XN, u,, une série définie par la série u,,,

alors une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour
que la série S(u)y converge est que

lim u,, = 0.

n—0o

ATTENTION: |e fait qu’une suite converge vers 0 ne suffit
pas pour dire que la série induite par la somme converge |



Fonction dérivable

Une fonction f:I — R est dite dérivable en xy € I sila
limite suivante existe :

1 f(x) — f(xo)
im

X—=X0,XFX X — Xp

Cette limite est alors appelée la dérivée de f en x;, est se
note f'(xp).

Si f est dérivable pour tout xy € I, on dit que f est
dérivable sur I et la fonction dérivée se note f': 1 — R.



Développement de McLaurin

Une fonction indéfiniment dérivable f: I — R. Alors on
peut approximer la valeur de la fonction via son
développement de McLaurin:

2 3
FG) = £QO) + £/ (O)x + £ (0) S+ f(0) = + ..
2! 3!



Suite de Taylor

La suite de Taylor est une généralisation du developpement
de MclLaurin en un point a € I quelconque (pas uniguement
0) est définie par

Flx) = Ef (a)(iﬁ!c —a)
=0

ou f! estlai®me dérivée de la fonction f.




Exemple

Développement de Taylor de la fonction f(x) = e* au point
a = 0 (c'est donc le développement de McLaurin).




Cas particulier

00 0@)

e—f(l)—zll, -V

= 0



Exercices

* Ecrivez le développement de MclLaurin pour la fonction

f(x) = cos(x),

e Ecrivez le développement de Taylor pour la fonction
f(x) =sin(x) ena =m/2.




Nombre décimaux

e Un nombre décimal est un nombre s’écrivant sous la
forme

_ a
-~ 10¢’

y =10"%a a € Z,c €N

'ensemble des nombres décimaux est noté .



Exercice

Les nombres suivants sont-ils décimaux ?

« 1024

1

1024

10200



Exercice

Les nombres suivants sont-ils décimaux ?

« 1024

1

1024

10200



Approximation d’'un décimal

Soit x € D un nombre décimal

. . 10"
* Soit lasuite x, = llonxJ

* Etlasuitea, = [10"(x — Xn—1 )J

: , . N N |10 x|
* Soitlasérie xy = YXmn=0Xn = 2in=0 —
Alors
lim x5y =0,aqa, ... = x

N — o0



Résolution d’équation

Soit f:J — R une fonction définie sur un intervalle J

* Le but est de trouver une solution a I"'équation
f(x) =0
e Existe-t-il toujours une solution a ce probleme ?

* Note: sion sait résoudre f(x) = 0, alors sait-on
résoudre f(x) = a, poura € R?



Notions fondamentales

Pour appliquer la méthode d’approche, il faut localiser un
intervalle I = [a,b] € ] tel que :

* |l existe un seul et unique x € |a, b] tel que f(x) = 0.

Propriété :

Si f est continuesurl = |a,b] € Jetque f(a)-f(b) <0,
alors il existe x € I tel que f(x) = 0.



Méthode de Newton

Soit (:] — R une fonction définie sur un intervalle J et
I =|a,b] € ] unintervalle sur lequel la fonction est
continue et tel qu’il existe x € |a, b]|f(x) = 0.

Définissons la suite u,, de maniere suivante

e Choisiruy € |a, b],

f(up)
un+1 — uTl T f,(un).

Si toutes ces conditions sont réunies, la suite u,, est une
approximation de la solution a I'équation f(x) = 0.



Méthode de Newton - Interprétation

A chaque itération u,, la méthode cherche I'intersection de
la tangente a f(u,) avec l'axe x = 0.

La tangente d’une fonction dérivable a un point u,, est la
fonction

T(x) = [ (up)(x —uy) + f(uy)



Méthode de Newton - Interprétation

Le point u,,4.q est donc la solution a I'équation

f,(un)(un+1 - un) + f(un) =0
Avec un peu de remaniement, on obtient

f(un)

Un+1 = Up _f,(u )
n




Méthode de Newton - Conditions

Pour que | méthode de Newton fonctionne, il faut un certain
nombre de conditions, a savoir

* f(x) est continue et dérivable sur |a, b],
e f'(x)#0,Yx€]|ab],

f(x)
f(x)

* L'image de la fonction g(x) = x — est dans I (pour

assurer la condition de dérivabilité)



Méthode de Newton - Exemple
e Soit f(x) = x* — 2 (continue et dérivable sur [1, 3],

« f(0)-f(3)=-2-7<0,doncil existe x € [1,3] tel
que f(x) =0,

e f'(x)=2x+0,Vxe€|1,3],
* Choisissonsuy =2 € |1, 3].

* Toutes les conditions sont donc réunies, et nous pouvons
appliguer la méthode de Newton !



Méthode de Newton — Exemple (suite)

f(up) (un)z—z 1 2
Upt1 = Up — £ () =Up — 20, =5 (up + u_n)

w =2(2+ 3)=2=15,

1/3 4 17
u, =2 (34 3) = = 1.41666

l(ﬂ + 2_4) =277 — 1414215 ...
2 \12 17 408

<
w
|



